10. cviceni - resSeni

Piiklad 1 (d) W = {A € M(n x n): A regularni}, X = M(n X n)

Matice A € M (n x n) je regularni pravé tehdy, kdyz jeji hodnost je rovna ¢islu n. Existuji matice A, B
takové, Ze jsou regularni a jejich soucet regularni nenf - nap¥. pokud prvni{ fadek matice B je prvni fadek
A prenésobeny ¢islem (—1). Pak A+ B ¢ W.

Priklad 1 (e) W ={A € M(nxn): det A=0},X = M(n x n)

Vime, ze mame-li diagonalni matici, tak jeji determinant je roven sou¢inu prvka na diagonéle. Z toho
plyne, Zze mé-li diagonéalni matice nulovy determinant, pak musi mit alesponn jeden prvek na diagonale
nulovy. Vezmeme-li za matici A diagonalni matici, kterdA ma na diagondle postupné 0 a pak samé 1, a
diagonalni matici B, ktera mé na diagonéle postupné 1,0, 1 a dale samé 1, tak plati, ze A,B € W, A+ B ¢
W, neb matice W je diagonalni a na diagonéle ma 1,1,2,2,....

Priklad 2 (a) (1,0,—1,1)7,(2,1,0,1)7,(1,0,0, -1)7 (2,1,1,1)T
Uvazme a, b, c,d € R takové, ze

|
—_
— O =N
[ )
o O O O

Zkusme ukézat, Ze pak nutné a =b=c=d = 0.
Dostavame soustavu s nulovou pravou stranou, jez se da reprezentovat matici nésledujicim zptisobem.

a 2b ¢ 2 20 ¢ 3d 0 0 ¢ d 0 0 2d
0 b 0 d 0 b 0 d 0 b 0 d 0 b d
a0 0 d| |=a 0 0 d| |-a0 0 d| |-a o0

a b —c d 0 b —c 2d 0 0 —c d 0 0 —c

Je zTejmé, Ze jedinym feSenim dané soustavy je a = b = ¢ = d = 0. Dostavame, ze zadané vektory jsou
LN.

Piiklad 2 (b) sinz, cosz,sin 2z € C(R)
Necht a, b, c € R takové, ze
asinx +bcosx + csin2z =0

pro kazdé xz € R.

=0 = a-sin0+b-cosO+c-sin(2-0)=b=0 = b=0

x:g — a‘sing—kc‘sinﬂ:O — ac-0=0 = a=0

xz% — c~sin(2~g):0 — c-sin%zO — c=0

Dostavame, ze nutné a = b = ¢ = 0, tedy vektory jsou LN.

P#iklad 2 (c) sinz,cosz,sinx cosz € C(R)
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Analogicky k 2 (b).

Priklad 3 (a) ling{(1,1,1,2,2),(-1,-2,-2,-2,2),(19,1,1,1,1),(—-1,-3,-3,-2,6)}

Zname generitor daného prostoru, nyni je potieba z téchto vektort vybrat béazi - tedy nam zde staci
vybrat maximalni podmnozinu, kteréd je LN.

Postupné: mnozina {(1,1,1,2,2)} je LN. Zkusme, zda tam miizeme ptidat dalsi vektor z generatoru.
Vektory (1,1,1,2,2),(—1,—-2,—2,—2,2), tedy druhy vektor pfiddme do nasi baze. Zkusme, zda muzeme
pridat vektor (19,1,1,1,1).

Uvazme a, b, ¢ € R takové, ze a(1,1,1,2,2)+b(—1,-2,—2,—-2,2)+¢(19,1,1,1,1) = 0 a zkusme ukazat,
7e pak nutné a =b=c=0.

1 -1 19 0 1 18
1 -2 1 1 -2 1
1 -2 1|1~]10 0 O
2 -2 1 2 -2 1
2 2 1 0 4 O

7 posledniho tadku plyne, ze b = 0. Pak z prvniho fadku plyne, Zze ¢ = 0. Z druhého tfadku pak
dostavame, ze i a = 0.

Tedy vektor (19,1, 1,1, 1) muzeme ptidat do baze. Zbyva ovéfit, zda vektory (1,1,1,2,2), (-1, -2, -2, -2,2), (19,1,

jsou LN ¢i nikoli.
Podobné jako pred chvili dostavame:

1 -1 19 -1 0 1 18 2 0 0 18 O 0 0 18 O
1 -2 1 -3 1 -2 1 -3 1 -2 1 =3 1 -2 1 =3
1 -2 1 -3f{~|0 O O O}|]~]J]0 O O O}]~|O0O O O O
2 -2 1 =2 2 -2 1 =2 0 2 -1 4 0 0 -1 O
2 2 1 6 0 4 0 8 0 4 0 8 0 4 0 8

1. fadek = ¢=0,4. . = b=-2d,2. ¥+ = a+4d—-3d=0 = a = —d. Vidime, Ze
ptvodni rovnici fesf napt. a = —1,b = —2,¢ = 0,d = 1. Tedy zkoumané vektory nejsou LN.
Dostavame: baze je {(1,1,1,2,2),(—1,-2,-2,-2,2),(19,1,1,1,1)} a dimenze je tedy 3.

Pi#iklad 3 (b) ling{zr + 7,2 —x — 1,2? + 3,2 — 5}
Podobné jako v 3 (a). Za¢néme tvoiit bazi. Ziejmé tam miZzeme piidat  + 7 a 22 — x — 1, ktery neni
skalarnim nasobkem polynomu x + 7. Nyni zkusme piidat vektor z2 + 3.
alz+7)+b@?—z—1)+c(z®+3)=0
ar+T7a+bx®> —bxr —b+ca’+32=0
(b+c)z*+(a—b+c+3)z+ (Ta—b) =0

Rovnost ma platit pro vSechna x € R.
Polynom je konstantni nula pravé tehdy, kdyz ma vSechny koeficienty nulové.
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tedy
b="Ta
—6a+c+3=0

tedy

—6a—T7a+3=0 = a=0,b=0,c=0

Vektory jsou tedy LN.
Zkusme jeSté pridat vektor x — 5.

a(z+7)+ba?—z—1)+c@®+3)+dz—5) =0
ax 4 Ta +ba® —bx — b+ cx® + 3z + dr — 5d = 0
(b+c)a? +(a—b+c+3+dx+ (Ta—b—5d) =0

Polynom je konstantni nula pravé tehdy, kdyz méa vSechny koeficienty nulové. Dostavame:

b+c=0

a—b+c+d=-3

7a—b—5d=0
0 1 1 010 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0
1 11 13|~ 1 -1 1 1|3 |~]1-1 1 11]-3
7 -1 0 5|0 0 6 -7 -12|21 0O 0 -13 -12] 21

¥, = b=—¢,3. . = —13c—12d=21 = 12d = —13c— 21 = d= =132l
2., = a-bt+c+d=-3 = a+2c+d=-3 = a=-3-2c—d=-3—2c+ 1521

—36—24c+13c4+21 __ —15—-11c¢c
12 =T 12 . 3
Soustava mé nenulové feSeni - napt. ¢ = 1,b = —1,d = —%,a = —. Ted testované vektory nejsou
LN.
Baze: {x + 7,22 — x — 1,2% + 3}, dimenze: 3

Piiklad 3 (c) {4 € M(3 x 3)): AT = A}
Jde o symetrické matice. Zjevné na diagondale muze byt cokoli a jinde to musi byt symetrické podle

diagonaly. D4a se snadno ovéfit, ze baze je:

100 010 0 01 000 0 00 000
0oo0o¢o0f,j100},70 0 0},70 1 0,10 O 1],10 O O
0 0O 0 00 1 00 0 00 010 0 01

Piiklad 3 (d)
{(J:’y? Z) € RS: T+ y—= 2z = O} = {(_y + 22,]/,2)3 Y,z € R} = linK{(_17 170)’ (2707 1)}
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Piiklad 4 (a) L: R? — R*, L(u,v,w) = (u,u — w,u + v,)

Linearitu lze snadno ovéfit. Jadro je ziejmé {(0,0,0)}

Obraz je linearni obal obrazu vektori béaze - napf. kanonickych vektoru (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1). Tedy
jde o lin. obal vektora (1,1,1,0),(0,0,1,1),(0,—1,0,0), které jsou LN.

Piiklad 4 (c) L: C(R) — C(R), L ( )(x) = flz+1) = f(z)

Necht a € R, f,g € C(R). Pak L(f+g)(z) = (f+9)(z+1) = (f+9)(z) = flz+1)+g(x+1)— (f(z)+
9(x)) = flz+1) = f(z)+g(z+1)—g(z) = (L(f)+L(9))(x) a L(a- f)(z) = (a- f)(z) = a- f(z) = a-L(f) ().
L je tedy linearni zob.

KerL={f €CR): f(x+1)— f(z) =0Vx e R} ={f € C(R): f(x+1) = f(z) Vx e R} = {f €
C(R): f je 1-periodicka}.

Zkusme ukazat, ze pro kazdé g € C(R) existuje funkce f € C(R) takova, ze L(f) = g. Chceme tedy, Ze
f(z+1)=g(x)+ f(x) pro kazdé = € R.

Pokud bychom pfedepsali néjak chovani funkce f na intervalu [0,1), tak z pfedpisu f(x + 1) = g(x) +
f(z) vime jednoznaéné chovani funkce f na intervalu [1,2), podobné odvodime chovani funkce f na
intervalu [2,3),[3,4) atd. Timto zptsobem lze postupovat i na druhou stranu, tedy pomoci hodnot f na
[0,1) 1ze definovat f ina [—1,0), pak na [—2, —1),[—3, —2) atd. Vlastné mizeme induktivné definovat pak
funkci f na celém R.

Pokud by se nam podafilo funkci f definovat na [0,1) tak, aby byla spojita na intervalu [0, 1], tak pak
bude funkce f spojité i na vSech ostatnich intervalech, tedy lze snadno ukézat, Ze bude f spojita na R.

Plati, ze f(1) = ¢g(0)+ f(0). Definujme tedy funkei f na [0,1) jako f(z) = z-¢(0). Pak lim,_,;1_ f(z) =
limg -z - ¢g(0) = g(0) = ¢g(0) + f(0) = f(1). Z toho plyne, ze funkce f je spojita na [0,1) z definice a je
spojita zleva v bodé 1 dle vypoctu. Tedy f je spojita na [0, 1].

Ukazme, jak by se ukazalo, Ze je funkce f spojitd na intervalu [1,2] - zbytek intervalii by se ovéril
analogicky.

limg 14 f(2) = ling 14 gz — 1) + fz— 1)
70) = £(1)

To nam déava spojitost f v 1 zprava.

lim, o f(z) =limgo_ gz — 1)+ f(z—1) =

9(1) = f(2)
To nam dava spojitost f v 2 zleva. Necht a € (1,2) Pak a—1 € (0,1). Pak lim,_,, f(z) = limg,_q g(z—

VOLSF (P) .. ) jité v 0 zpr
2ty go) + f(o) TN g (0) 4

VOLE ) iy 1 f(@) + g(x)

f, g spojité v 1 zleva

f) +

Dt £ =1) =" im0 f(@) + glw) P fa - 1) 4 gla—1) = fla)

Piiklad 4 (d) L: C(R) — C(R), L(f)(z) = [ f(y) dy

Necht f,g € C(R) a € R. Pak f(f +g) | f+ [g, tedy pro kazdé¢ z € R plati L(f + g)(z) =
Jo (f +9)(t)dt = [ f( dt—l—fo dt = L(f)(z) + L(g)(x) a podobné se ukaze L(a - f) = a - L( ).

L(f)=0 < VzeR: fo dt—0<:>V:c€]R F(x) = F(0)=0 <= VzeR: F(x) = F(0)

Tedy L(f) = 0 pravé tehdy, kdyz f ma primitivni funkci konstantni. Derivace primitivni funkce k f
nam da f, tedy f =0 =0, tedy f je konstantni nula.

F = [ f, tedy F' = f. Z¥ejmé pro kazdé g € C(R) existuje f € C(R) takové, ze L(f) = F(z) — F(0) =
g(x), pokud ¢(0) = 0.

1 21
Priklad 5 (a) A=[2 2 1
1 11
Pomoci symetrickych tprav prevedeme na diagonalni tvar a uréime definitnost.
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sym. a.: II' = II-2I
~Y

N
NN
— =

1 0 0
0 -2 -1
0 -1 0

sym. a.: I’ = IT4I1II

Dostavame, ze A je ID.

Piiklad 5 (f) A =

W = e W
Sy Ut O
N O Ot

11
Stejny postup.

sym. G.: II’ = II-ITI
~Y

3
0
4
3
sym. t.: III'=I11-4/31 (

sym. t.: III" = 1/2IT4+I111

~

W B e Ww
S Ot O
N O Ot

11

o o o w
|
—_
win
|
N

@) o O W
o o N O
o o= O O
o o o O

Tedy A je PSD.

0
Priklad 6 (a) A = ( a) LaeR

a O
-\ a
det(A — \I) = =2 —q?
a =\

det(A—A) =0 <= A==+a
e a =0 = )\ =0 a zfejmé vlastnimi vektory jsou vSechny vektory

e a#£0 = \=a

sym. a.: III’ = III-1/2I1

=1 4| sym. a: 1V’ = IVI
~J

sym. u.: IV'=IV-2I1
~Y

o

o O O W

D=
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/\:a:>A—)\I:<_a ‘L)N(_“ “)
aa 0 O

tedy vlastnimi vektory jsou ling{(1,1)}

A= —q = A— M = (a “)
a a

tedy zfejmé vlastnimi vektory jsou ling{(—1,1)}

-2 0 -2 3
-2 1 -1 2
Priklad 6 (c) A =
-2 0 0 2
-5 0 -3 6
—2-Xx 0 -2 3
2 1-\ -1 2 A 28
= (1?21 -N| -2 -x 2 |=
—2 0 —-x 2
-5 -3 6-2\
-5 0 -3 6-—2A\
-\ 2 -2 3 -2 3
=(1=-X1(=2-X +2 -5 —
-3 6- )\ -3 6-X\ —\ 2
=1 =A)((=2=N(=A6—=X) +6) +2(=12+2X+9) — 5(—4 + 3))) =
L= A)((=2 = N (=6X+ A2 +6) +2(2\ — 3) +20 — 15)) =

Vlastni ¢isla: A = 1 nésobnosti 3, A = 2 nésobnosti 1.

A=1 =
—2-1 0 -2 3 30 -2 3 3 0 -2 3 1 0 ~1
2 1-1 -1 2 2 0 -1 2 0 0 0 0 0 0 0
-2 0 -1 2 | |-=20 -1 2 2 0 -1 2 2 0 -1
-5 0 -3 6-1 5 0 -3 5 5 0 -3 5 50 -3 5
1 0 0 -1
0 0 0
2 0 -1
0 0 -3 0

Vidime, ze Ker(A — 1I) = {(s,0,t,s): s,t € C} =
A=2 =
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—2-2 0 -2 3 -4 0 -2 3 -4 0 -2 3 0o 2 -1
-2 1-2 -1 2 -2 -1 -1 2 0O -1 1 0 0O -1 1 0
-2 0 -2 2 -2 0 —2 2 -2 0 -2 2 -2 0 =2
-5 0 -3 6-—2 -5 0 -3 4 -5 0 -3 4 -5 0 -3 4
o o0 2 -1
-1 1 0
-2 0 -2
-1 0 1 0
Ker(A —2I) = {(t,t,t,2t): t € C}
337 338 400 398
338 415 371 399
Priklad 7 (a)
400 371 333 343
398 399 343 «a
Postupujme pomoci Sylvesterovy kritéria.
det(337) > 0
337 338
338 415
337 338 400
415 371 338 400 338 400
338 415 371 =337 — 338 0
371 333 371 333 415 371
400 371 333

Ze Sylvestrova kritéria plyne, Ze matice neni ani ND (prvni determinant nevychézi zaporny), ani
PD(posledni determinant neni kladny), ani PSD (tfeti determinant nevychazi nezaporny), ani NSD (prvni
determinant nevychéazi zaporny). Tedy matice je ID nezavisle na hodnoté a.
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